FLORENTIN SMARANDACHE 
Convergence d’une famille de series 


In Florentin Smarandache: “Généralisations et Généralités”. Fès (Maroc): 
Édition Nouvelle, 1984 


ál 


CONVERGENCE D'UNE FAMILLE DE SERIES 


Dans cet article, on construit une famille d'expressions E (n). 
Pour chaque élément E(n) de £ (n); la convergence de la séerie 
S E(n}) pourra être décidée d'après les théorèmes de l'arti-- 


L 
nA cle. L'article donne aussi des applications. 


(1) Prélimineire . 


Pour rendre l'expression pius aisée, nous utiliserons les fonctions 
récursives. Quelques notations et notions seront introduites pour 
simplifier et réduire la matière e cet article. 


2) Définitions : Temes, 





Nous construisons récursivement une famille d'expressions Z (n). 
Pour chaque expression E(n)e € (n) ; le degré de l'expression 
est défini récursivement et noté d°E(n) , et son coefficient domi- 
nant est noté c(E(n)). 
l. Si a est une constante réelle, alors ag E (n i)e 
d°a = 0 et c(a) = 
2. L'entier positif naé (o). 
d°n =-1 et c(n) = 
3. SiE ,(n) et E a(n) : E EEA à 3 (n), avec d°E, (n) =r, et 
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dE (a) =r, , o(E, (n)) = a et co(E,(n)) = f, s alors : 
a m (A8 (ne E (a) ale (a) (0) = rte, 5 ele (8, (a) 
e ae l E w : 
b) si E (n) £ 0 w tar À) y sloze 
7E (n) [E (a DOREA ag pr CO 


d° PON ° 
(3 KO, (E E F2 
z cad un réel constant et si l'opération utilisée a va sens 


Œ, (n° (pr ttnen,n) PE) , alors E E C(n) ;, 


as((8,(n)})7) = mo y o((E(n)) y a . 
a) Sir, E r, » alors E (n)Ž E (ne E (n), ao (E (n)B,(n)) est le 


max x r etr, , et Tole, (aje, (n)) = ays di ci 8, 


À 
suivant que le degré est r, ou raye 
1 2 
e) si ry = r, et e,ta, £ 0, alors B 102)+E, (n}€ ét) à 


q? Œ, (m)+E, ne = 1 et c(E, (n), e = ata 2 


f) Si ry = r, et a-a, £ 0 A E (2 (ne cn) , 


a° (E) (n)E, Hors =r 
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1 c(E, (a) EA = 22e 
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4. Toute expression obtenue par + ns un nombre fini de 
fois du pas 3 appartient à E£ (n). 


Note 1. De la définition de € (n) il résulte que , si 


E(n)€ €. GR); alors c(E(n)) £ O et que 


c(E(n)) = si et seulement si E(n) = ©. 


Lemme 1. Si E(n)e É{(n) et c(E(n)) > 0, alors il existe n' EN, 
tel que pour tout nyn’ ; E(n) > 0 
Preuve : soit c(E(n)) = a ,> 0 et d°(E(n)) = 
; r Ein 
Si r> O; alors 1ġmite B(n) = linite n r s) =. 


inya r | A 
= limite a.n” =+00; donc il existe nce N Le que, qast n» n° 
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à e n° Tej t ; 
onc il existe n'é N, tel que pour tou n> n 3 F)? 0, 


ou encore E(n) > 0. 
Si r = 0, alors ou bien E(n) est une constante réelle positive, 


E (n) 


ou bien TON = E(n) , avec d°E (n) = i £ 0, et 


Ca) Pt, *(n)) 
‘d'après ce que nous venons de voir; c o = 


c ct, G)) n 
= c(E(n)) > 0. Alors : 

z ou bien c(E (m))> O et c(E, ie O : il en résulte 
il existe au eN Y n€N et ? npl o’ E (n) 0 a 
il re Apo € eN, 3t ngeN et > "E2 ; E RES) > 0 
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z ou bien c(E,(n)) <O et c(E, (n)) <O et alors : 

Et) . EG) 
E(n) = TaS EAC] , ce qui nous ranène au cas précédent. 


Lemme 2. Si i Eln) et Lo) <0, alors il existe n°'eN , tel 
que qst nX n! ; E(n)<o0. 
Preuve : l'expression _-E(n) à la propriété que c(-E(n))>0O ; 
d'après la définition récursive. D'après le lemme 1 : 
il existe n EN, Mine N, n5 n 3 -E(n)> 0 , c'est-à-âire 
+E(n) CO ; ogfd. 


Note 2. Pour prouver le théorème suivant, nous supposons connu le 
critère de convergence des séries et certaines propriétés de ces 
derrnières. 


R) Théorème de convergence et applications, 


Théorème : soit E(n)€ E (n) avec d'E(n) = r et soit les séries 


S_E(n) ; E(n) ž O . Alors : 


nyn 


A) si r<-1 12 série cst rbsolurent convergente. 
B) si r>-1 elle est divergente où E(n) a un sens Ÿ n dr » EN. 
Preuve : d'après les lermes 1 et 2, et parce que : 


18 série > E(n) converge {—} la série z2 E(n) conver- 
nnp nang 


ge, nous pouvons considérer la série Ż E(n) comme une série 
nnp 


à termes positifs. Nous allons prouver gue la sirie Sy E(n) 


NT nènp, 
x : A 1 g ; 
a la même nature que la série 4 —— . Appliquons le second 
nèl n” 
critè re de comparaison : 
ea Eln ne En N Š 
limite = linite Bla) = C(B(n)) £ 102., D'après la note 1 
ns © 1 iso n ; 
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— c'est-à-dire : 
nèl por 3 


à) si r<-l, alors Ja série est convergente 3 

B) si r-l, alors la sörie est divergente. 

Pour r <~-l, 12 série est absolument convergente car c'est une 
sirie à termes positifs. i 


même Saai que la série 


Applications : On peut en trouver benueoup. En voici quelques-unes 
intéressantes : 
Si P QU) > à (a) sont des polynômes en n de degréq,s , et que 
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P (n) et à pe appartiennent à € (a) : 


: D AO) ere si s/a - q/x > 1 
1° t , | 3 
RAT 0 (met y ai e C EKE 


1 ee si 5X 1 
2° 5 j 
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a en me 
bi Ÿ n-7 49 
Exemple : la série 4 nim 
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= 5 U/2n/3) 1 , et si on app 
2 série (n) appa à A 
Se 9 rtiezt à C\ 


est divergente parce que 


17 
elle En) chaque quotient de cette 
n) et 2 un sens pour n >, 2° 


